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Lezione 32: Integrali
Esercizi svolti
1. Provare, usando il cambio di variabile che:∫ 1
0
x3√
1 + x2
dx =
2−√2
3
2. Dimostrare che ∫ 1
0
x
√
1 + 5x2 dx =
2
√
6
5
− 1
15
3. Integrando per parti dimostrare che ∫ 1
0
x sin(pix)dx =
1
pi
Svolgimento
1. Primo cambio x2 = t ⇐⇒ x = √t⇒ dx = dt
2
√
t∫ 1
0
x3√
1 + x2
dx =
∫ 1
0
(√
t
)3√
1 +
(√
t
)2 dt2√t =
∫ 1
0
t
2
√
t+ 1
dt
Secondo cambio t+1 = u2 ⇒ dt = 2udu attenzione: gli estremi cambiano t = 0⇒ u = 1, t = 1⇒ u = √2∫ 1
0
t
2
√
t+ 1
dt =
∫ √2
1
u2 − 1
2u
2udu =
∫ √2
1
(
u2 − 1) du = [u3
3
− u
]√2
1
conclusione ∫ 1
0
x3√
1 + x2
dx =
[
u3
3
− u
]√2
1
=
2−√2
3
Si poteva eseguire tutto in un sol colpo ponendo x =
√
u2 − 1 facendo la composizione dei due cambi di
variabile.
2. cambio di variabile y =
√
1 + 5x2 ⇐⇒ x =
√
y2 − 1√
5
quindi
dx =
1√
5
y√
y2 − 1 dy
quindi ∫ 1
0
x
√
1 + 5x2 dx =
∫ √6
1
√
y2 − 1√
5
y
1√
5
y√
y2 − 1 dy
1
Riassumendo ∫ 1
0
x
√
1 + 5x2 dx =
∫ √6
1
y2
5
dy =
[
y3
15
]√6
1
e da qui si conclude che ∫ 1
0
x
√
1 + 5x2 dx =
6
√
6
15
− 1
15
=
2
√
6
5
− 1
15
3. Si ha:∫ 1
0
x sin(pix)dx =
[
−x cos(pix)
pi
]1
0
+
1
pi
∫ 1
0
cos(pix)dx =
[
−x cos(pix)
pi
+
sin(pix)
pi2
]1
0
=
1
pi
Esercizi proposti
1. Dimostrare che
(a)
∫ 1
0
x2
√
2 + x3 dx =
2√
3
− 4
√
2
9
(b)
∫ 2
1
1√
x (1 +
√
x)2
dx = 3− 2
√
2
(c)
∫ 1
0
x3
√
4 + x2 dx =
64
15
− 5
√
5
3
2. Dimostrare che
(a)
∫ 1
0
ln
x+ 1
x+ 2
dx = ln
16
27
(b)
∫ ln 2
0
xe−xdx =
1
2
(1− ln 2)
(c)
∫ 1
0
x ln(x2 + x+ 1)dx =
ln 27− pi√
3
4
3. Calcolare i seguenti integrali definiti
(a)
1∫
0
ex − 1
ex
dx
(b)
3∫
2
5
2x
dx
(c)
1∫
0
x
x+ 1
dx
(d)
∫ 4
1
√
x+ 1
x
dx
(e)
4∫
2
x2
x− 1 dx
(f)
2∫
0
x
√
xdx
(g)
3∫
2
1
x2
dx
(h)
1∫
0
5e−3x+6 dx
(i)
1∫
0
√
x+ 1 dx
4. Trovare tutte le funzioni primitive F (x) tali che:
(a) F ′ (x) = − (x− 1)2
(b) F ′ (x) =
1
2
− 2x
(c) F ′(x) = 4− x2 e F (0) = 1.
(d) F ′(x) = x(1− x2) e F (0) = 12
(e) F ′(x) = e−x + x2 e F (0) = 2
(f) F ′(x) = e2x + x3 e F (0) = 2
5. Se F ′(x) = x+ 1 e F (0) = 2, quanto vale F (3)?
6. Calcolare l’area sottesa al diagramma di f(x) su [a, b]:
2
(a) f(x) = x2 + x, [a, b] = [1, 3]
(b) f(x) = (x+ 3)2, [a, b] = [−4,−1]
(c) f(x) = 3
√
x2, [a, b] = [1, 8]
(d) f(x) = x+
√
x, [a, b] = [1, 4]
(e) f(x) =
√
x, [a, b] = [1, 4]
(f) f(x) = 3
√
x7, [a, b] = [1, 2]
7. Si consideri la regione chiusa S delimitata dalle curve assegnate, e dalle indicate parallele x = a, x = b
all’asse y. Fare prima un disegno di S e poi calcolarne l’area:
(a) y = x− x2, y = −x; [0, 2]
(b) y = x
1
2 ; y = x
1
3 ; [0, 1]
(c) y = x
1
2 ; y = x
1
3 ; [0, 2]
(d) y = x
[
x2 − 1]; y = x; [−1,√2]
(e) y = x, y = x2 − 2x; [0, 2]
(f) y =
1
x+ 1
; y =
x2
x+ 1
; [0, 1]
(g) y = ex, y = lnx; [1, 2]
8. Calcolare i limiti seguenti:
(a) lim
x→0
∫ x
0
et
2
dt
x
(b) lim
x→0
∫ x
−x
ln(t2 + 1)et
2
dt
x
(c) lim
x→0
∫ x
−x
t2et
2
dt
x
(d) lim
x→∞
∫ x
1
1
t
dt
lnx
(e) lim
x→0
∫ 5x
−x
t8 ln(3t2 + 1)dt
x3
(f) lim
x→∞
∫ x
1
x
1
t
dt
x2
9. Mediante integrazione per parti calcolare:
(a)
∫
xexdx
(b)
∫
x2exdx
(c)
∫
x3exdx
(d)
∫
xe−xdx
(e)
∫
x2e−xdx
(f)
∫
x3e−xdx
(g)
∫
x lnxdx
(h)
∫
x2 lnx dx
(i)
∫
x3 lnx dx
(j)
∫
lnx dx
(k)
∫
lnx
x
dx
(l)
∫
lnx
x2
dx
(m)
∫
lnx
x3
dx
(n)
∫
xe2xdx
(o)
∫
x
e3x
dx
(p)
∫
3x2e3xdx
(q)
∫
x ln(x+ 1)dx
(r)
∫
x2 ln(x+ 3)dx
(s)
∫
2x
(x− 3)3 dx
(t)
∫
5x
(x− 1)2 dx
(u)
∫
x2
(x+ 1)4
dx
(v)
∫
x sin(pix) dx
(w)
∫
arctanxdx
10. Calcolare mediante opportuno cambio di variabili:
(a)
∫ 1
0
2xex
2
dx
(b)
∫ 1
0
x2ex
3
dx
(c)
∫ 1
0
x3ex
4
dx
(d)
∫ 0
−1
xe−x
2
dx
(e)
∫ 1
0
(x2 + 1)50xdx
(f)
∫ 2
1
2x− 3
x2 − 3x− 4dx
(g)
∫ 1
0
x
x2 + 1
dx
(h)
∫ 1
0
x
(x2 + 1)2
dx
(i)
∫ √3
0
x
√
x2 + 3dx
(j)
∫ 0
−1
x
√
x+ 2dx
(k)
∫ 2e
e
lnx
x
dx
(l)
∫ 2e
e
(lnx)2
x
dx
(m)
∫ 2e
e
(lnx)3
x
dx
(n)
∫ e
1
1
x lnx
dx
(o)
∫ e
1
1
x(lnx)2
dx
(p)
∫ 1
0
x3
(x2 + 1)3
dx
(q)
∫ 2
1
1
x2
e
1
x dx
(r)
∫ ln 2
0
x3e−x
2
dx
(s)
∫ 1
0
√
8x+ 5dx
(t)
∫ 1
0
5
(2x+ 3)2
dx
(u)
∫ 1/2
0
1
(4x− 3)3 dx
11. Calcolare gli integrali:
3
(a)
e∫
1
lnx
x
dx
(b)
1∫
0
x3ex
2
dx
(c)
1∫
0
x
x2 + 1
dx
(d)
4∫
3
2x− 3
x2 − 3x+ 2dx
(e)
3∫
2
x2
x3 − 1dx
(f)
1∫
0
x
√
1 + x2dx
(g)
∫ e2
e
1
x lnx
dx
(h)
1∫
0
x5e−x
2
dx
(i)
2∫
0
x√
1 + 2x2
dx
(j)
1∫
0
ex
ex + 1
dx
(k)
1∫
0
(11x+ 6)7 dx
(l)
∫ 2
1
x4 lnxdx
12. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali fratte usando la scomposizione in frazioni parziali:
(a)
∫
2x− 3
(x− 1) (x− 2)dx
(b)
∫
10
x2 − 3x− 4dx
(c)
∫
x3 − 2x+ 3
x (x− 1) dx
(d)
∫
x3 − 3x2
x2 − 4 dx
(e)
∫
x4
x2 − 7x+ 10dx
(f)
∫
x
x2 − 3x− 4dx
(g)
∫
x2
x2 − 5x+ 6dx
(h)
∫
x3
x2 − 3x− 4dx
13. Calcolare una primitiva della funzione y = x
(
3x2 + 4
)−1
14. Calcolare l’integrale generalizzato
∫ 0
−1
ln
√
x2dx
15. Calcolare una primitiva della funzione y =
4x
(
x2 + 1
)
2x4 + 2x2 + 5
16. Calcolare l’integrale definito
∫ 2
1
3x
x2 + 1
dx
17. Determinare un numero reale k ed una funzione f : R→ R tali per cui risulti:∫ x
1
f(u)du = x ln
(
x2 + 1
)
+ k
18. Calcolare una primitiva della funzione y = sinh (lnx)
19. Determinare tutti i valori di λ ∈ R per i quali e` crescente su [2, 5] la funzione:
f(x) =
∫ x
2
(u− λ) (u− 2) du
20. Calcolare ` = lim
x→1
∫ x
1
(
eu−1 − 1) du∫ x
1
lnudu
21. Si indichi con A(m) l’area della parte di piano delimitata dalle curve di equazioni y = x, y = xm, x = 0 e
x = 1. Determinare per quali valori di m ∈ R si ha A(m) = 13 .
22. Calcolare l’integrale definito
∫ 2pi
0
∣∣∣∣cosx− 12
∣∣∣∣dx
23. Si indichi con M(t) il valor medio integrale della funzione f(x) = 1x+4 nell intervallo [0, t] , t > 0. Calcolare
lim
t→+∞M(t)
24. Determinare l’insieme A di tutti i valori del parametro reale positivo a per i quali vale 36 l’area della
figura delimitata dall’asse x e dal grafico della parabola di equazione y = x2 − (a− 2)x− (a− 1)
25. Sia f(x) =
∫ 3x
1
1
1 + t+ t2
dt.Si calcolino f ′(x) e f ′′(x).
4
26. Sia f(x) =
∫ x
0
t2 − 4
1 + cos2 t
dt. Si trovino e si classifichino i massimi ed i minimi relativi di f.
27. Sia f(x) =
∫ 2
x2
√
t+ 1dt. Si calcoli f ′(x).
28. Calcolare
∫ 4
−3
||x| − 4|dx
29. Sapendo che
∫ 3
0
f(x)dx = 12,
∫ 6
0
f(x)dx = 42, si calcoli
∫ 6
3
(f(x)− 3) dx
30. Risolvere e discutere l’equazione
∫ 1
0
txdt = 5
31. Provare che
∫ 0
−1
4x2 − 8x+ 1
(x− 1)2 dx =
5
2
32. Provare che
∫ pi
4
0
sin3(2x) cos4(2x)dx =
1
35
33. Provare che
∫ pi
2
0
sin3 x cos3 xdx =
1
12
34. Provare che
∫ 1
0
ln
x+ 1
x+ 2
dx = ln
16
27
35. Provare che
∫ pi
2
0
e−x sin 2xdx =
2
5
(
1 + e−pi/2
)
36. Provare che
∫ 1
0
x3√
1 + x2
dx =
2−√2
3
37. Provare che
∫ 1
0
x
√
1 + 5x2dx =
2
√
6
5
− 1
15
38. Provare che
∫ 1
0
x2
√
2 + x3dx =
2√
3
− 4
√
2
9
39. Provare che:
∫ 2
1
1√
x (1 +
√
x)2
dx = 3− 2
√
2
40. Calcolare
∫ 1
0
x3
√
4 + x2dx
41. Calcolare
∫ 3
1
x√
1 + 3x2
dx
42. Calcolare
∫ 9
1
3x√
10− xdx
43. Calcolare
∫ 1
0
x2
√
1 + x3dx
44. Calcolare
∫ 4
0
x
√
x2 + 9dx
5
45. Si ponga In(x) =
∫ x
0
tn√
t2 + a2
, essendo a ∈ R un fissato reale. Si dimostri che per n ≥ 2 vale:
n In(x) = xn−1
√
x2 + a2− (n− 1)a2In−2(x). (∗)
Si usi (∗) per dimostrare che: ∫ 2
0
x5√
x2 + 5
dx =
168
5
− 40
√
5
3
46. Dalla relazione lnx :=
∫ x
1
1
t
dt, dedurre, mediante opportune sostituzioni l’identita`:
ln(a b) = ln a+ ln b
47. Dimostrare che, per ogni x > 0 vale
∫ 1
x
dt
1 + t2
=
∫ 1
x
1
dt
1 + t2
48. Sia F(x;m,n) =
∫ x
0
tm(1 + t)ndt, m, n ∈ N. Dimostrare che:
(m+ 1)F(x;m,n) + nF(x;m+ 1, n− 1) = xm+1(1 + x)n (∗∗)
Si usi (∗∗) per calcolare F(x; 10, 2)
49. Studiare i seguenti integrali impropri:
(a)
∫ +∞
1
1
x
dx
(b)
∫ +∞
1
1
x2
dx
(c)
∫ +∞
1
1
x3
dx
(d)
∫ +∞
1
1
3
√
x
dx
(e)
∫ +∞
1
1√
x
dx
(f)
∫ +∞
0
e−xdx
(g)
∫ 0
−∞
e−xdx
(h)
∫ +∞
0
exdx
(i)
∫ 0
−∞
ex dx
(j)
∫ +∞
0
xe−xdx
(k)
∫ +∞
1
lnx
x
dx
(l)
∫ +∞
1
lnx
x2
dx
(m)
∫ +∞
1
lnx
x3
dx
(n)
∫ +∞
1
(lnx)2
x
dx
(o)
∫ 0
−∞
xe7xdx
(p)
∫ +∞
−∞
xe−x
2
dx
(q)
∫ +∞
2
1
x lnx
dx
(r)
∫ +∞
0
x
1 + x2
dx
(s)
∫ +∞
0
xe−xdx
(t)
∫ +∞
0
(x5 + 1)−20x4dx
(u)
∫ +∞
−∞
x3e−x
4
dx
50. Studiare la funzione f(x) :=
∫ 2x
x
dt
1 + t ln t
per x ∈ [0,∞[, tracciandone un grafico approssimativo
51. Calcolare
(a) lim
n→∞ 2
n
∫ pi
2
0
xe−nx
2
dx (b) lim
n→∞ 2
n
∫ pi
2
0
sinxe−nx
2
dx
52. Sia α > 0 fissato: calcolare
∫ 1
0
arcsinxα
x1−α
√
1− x2α dx
53. Si consideri la successione (xn) definita per ricorrenza:
x1 = 1,
xn =
∫ xn−1
0
e−t
2
dt, n ≥ 2
Provare che lim
n→∞xn = 0. (Far vedere che xn ≤ xn−1 e che xn > 0 per ogni n ∈ N
6
54. Trovare delle costanti a, b ∈ R tali che lim
x→0
1
bx− sinx
∫ x
0
t2√
a+ t
dt = 1
55. Sia f ∈ C(R) per cui risulti, per ogni x ≥ 0
∫ x2
0
f(t)dt = x2 + x+ 1. Calcolare f (2)
56. Calcolare gli integrali:
(a)
∫ pi
2
0
cos 2x
cos4 x+ sin4 x
dx (b)
∫ ln 5
0
ex
√
ex − 1
ex + 3
dx
57. Sia f ∈ C(R) per cui risulti, per ogni x ≥ 0
∫ 3x
0
f(t)dt = sinx+ cosx. Calcolare f
(pi
4
)
58. Se
√
3 < a < b si calcoli
∫ b
a
x
x4 − 4x2 + 3dx. E` suggerita la sostituzione x
2 = t
59. Calcolare la derivata prima della funzione f(x) =
∫ 1
0
cos(x2t)
1 + sin2(x2t)
dt
60. Calcolare gli integrali:
(a)
∫ 29
3
3
√
x− 2√
x− 2 + 3dx (b)
∫ 1
0
1√
x+ 1 +
√
(x+ 1)3
dx
61. Sia 0 < x < 1. Calcolare
∫ x
0
t2 ln
√
1− tdt e successivamente si calcoli lim
x→1−
∫ x
0
t2 ln
√
1− tdt
62. Determinare il dominio naturale della funzione
∫ 1
0
ds
x− s
63. Si consideri la scrittura
∫ x
b
a
t+ b
= ln(x+ 1)2 + 5. Per quali valori di a, b ∈ R puo` essere vera?
64. Calcolare
∫ pi
3
0
3 (1 + cosx) sin(2x) + 8 sinx
2 cosx
(
3 + 2 cosx− sin2 x) dx
7
